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Rettevejledning

Opgave 1. For ethvert a € R betragter vi tredjegradspolynomiet P, : C —
C, som er givet ved forskriften

Vz2e€C:P(2) =2+ (a®+7)2* + (Ta* +12)z + 12a°.

Desuden betragter vi differentialligningerne

(*)

0g

(%)

d3z 9 d*x 2 dx 2
o3 T @+ T)—og + (Ta” +12)— +12a% = 0,
>z d*z

dz —t
ﬁ+8W+19$+12x: 12e7".

(1) Vis, at tallet z = —3 er rod i polynomiet P,. Bestem dernaest samtlige

rgdder i polynomiet P,.

Lgsning. Ved indsettelse ser man, at P,(—3) = 0, og ved polynomiers
division opnar man, at faktoriseringen

Vz€C=P(z)=(2+3)(2* + (a® + 4)z + 4a?).
er opfyldt.
Da

—a? — 4+ (a® — 4)
2

& z=—4Vz=—d

24 (a*+4)z+4a® =0 & 2 =

far vi, at polynomiet P, har rgdderne z = —3, 2z = —4 og z = —a?. Hvis
a ¢ {£+/3,42} er der tre simple rodder. I modsat fald er z = —a? = —3
eller z = —a? = —4 en dobbeltrod.



(2)

Bestem den fuldsteendige lgsning til differentialligningen (x), og bestem
de a € R, hvor (%) er globalt asymptotisk stabil.

Lgsning. Vi ser, at

a’t

T =cre 4+ e+ e3e7®t hvor ¢, 0,05 €R,

dersom a ¢ {:I:\/g, +2}. Hvis a = ++/3, far vi, at

= cre 3+ e+ este™, hvor ¢y, ¢, 3 € R,
og hvis a = +2, ser vi, at

= cre 3 4 e 4 egte™, hvor ¢, ¢, 03 € R.

Heraf aflaeser vi, at differentialligningen (x) er globalt asymptotisk sta-
bil, hvis og kun hvis a # 0.

Bestem den fuldstaendige lgsning til differentialligningen ().

Lgsning. Vi seetter @ = 1 i differentialligningen () og geetter pa
en lgsning af formen & = Ate™'. Da er &’/ = Ae ™t — Ate™', 7" =
Ate™" — 2Ae™! og 7" = 3Ae™! — Ate'. Ved indsattelse i differen-
tialligningen (#x) finder vi, at A = 2. Den fuldsteendige lgsning til
differentialligningen (*x) er derfor

t

z=cre 4 e 4+ cqet + 2te™!, hvor ¢, ¢, c5 € R,

For ethvert b € R betragter vi den homogene, lineaere differentialligning

d*x d*x dx

— +b—+2b—+bx =0
(ox %) a T aeE T T
Opstil Routh-Hurwitz matricen Aj for differentialligningen (* * %), og
bestem de b € R, for hvilke (% * %) er globalt asymptotisk stabil.

Lgsning. Vi ser umiddelbart, at
b b 0
A= 1 2b 0
0 b b
De ledende hovedunderdeterminanter er D; = b,Dy = 20> — b =
(2b — 1)b og D3 = 2b® — b? = (2b — 1)b?. Hvis disse alle tre skal veere
positive, ma vi kraeve, at b > %, sa differentialligningen (%) er globalt
asymptotisk stabil, hvis og kun hvis b > %



Opgave 2. Vi betragter maengderne
A={eC|l:|<1A|z]€Qy}

0g
B={z€C|Rez>2 A —-1<Imz <1}

(1) Bestem det indre A af maengden A.
Lgsning. Det indre af A er tomt, sa A° = @.
(2) Bestem randen 0A af meengden A.

Lgsning. Randen af meengden A er

0A={z€C||z| <1}

(3) Bestem afslutningen A af maengden A.

Lgsning. Vi ser, at afslutningen af maengden A er

A={zeC| || <1}

(4) Bestem det konvekse hylster H = conv(A) af meengden A.

Lgsning. Det konvekse hylster af maengden A er

H=conv(A)=A={2€C||z| <1}

(5) Vis, at meengden B er afsluttet og konveks.

Lgsning. Det er klart, at maengden B er afsluttet. Vi ser ogsa, at B
er faellesmaengden af de tre afsluttede halvrum

H ={2€C|Rez>2},Hy={2€C|Imz> -1}

0g
Hy;={ze€C|Imz <1},

der alle er konvekse. Derfor er maengden B konveks.



(6) Vis, at meengderne H og B kan separeres med en hyperplan i C.

Lgsning. [ C er enhver ret linje en hyperplan, og vi ser, at hyperplanen
H={2€C|Rez=1,5}

separerer de konvekse meengder H og B.
(7) Bestem det konvekse hylster C' = conv(H U B) af meengden H U B.

Lgsning. Vi finder, at
C=AU{z€C|Rez>0A —1<Imz<1}.

Opgave 3. Vi betragter 3 x 3 matricen

10 0 1
A=1 0 2 0
1 0 10
og vektordifferentialligningerne
0 Eae g ) Tomar o
1 —_ = €T 27 —_— = €T
dt & dt - )

hvor x € R3.

(1) Vis, at vektorerne v; = (0,1,0),v9 = (—1,0,1) og v3 = (1,0,1) er
egenvektorer for matricen A, og bestem de tilhgrende egenveerdier.

Lgsning. Vi ser, at Av; = 2v1, Avy = 9vy og Avs = 1lvs. Dette
viser, at vektorerne vy, vy og vz er egenvektorer for matricen A med
egenvardierne 2,9 og 11.

(2) Bestem den fuldsteendige lgsning til vektordifferentialligningen (7).

Lgsning. Den fuldsteendige lgsning til vektordifferentialligningen (i)

0 -1 1
T = Clth 1 + c2€9t 0 + Cgellt 0 7
0 1 1

hvor ¢y, c9,c3 € R.



(3) Opskriv den tilhgrende fundamentalmatrix ®(t), og bestem resolventen
R(t,0).

Lgsning. Vi ser, at

O _egt 611t
d(t)y=1¢e* 0 0
0 69t 61116
Herefter ser vi, at
0 -1 1 ) 0 10
®0)={1 0 0| og (2(0) =| -3 0 }
1 1
0 1 1 10 4
Endelog finder vi, at
. 0 —e% ettt 0 10
R(t.0)=2()(2(0) =| ¢ 0 0 || 50} |=
0 % ellt 1o I
2 2
Le9t 4 ettt g _1g9t Lot
0 et 0
_%€9t+%em 0 %egt+%611t

(4) Bestem den fuldsteendige lgsning til vektordifferentialligningen (7).

Lgsning. Matricen A er reguleer, thi den har determinanten 198. Desu-

den finder vi, at
1

10 1
1 99(1) 99
—55 0 g

En konstant lgsning til vektordifferentialligningen (i7) er givet ved

5

1 99
E=-A12|=] -1
49

5 ~99

Den fuldsteendige lgsning til vektordifferentialligningen (iz) er derfor

0 -1 1 —95—9
r=ce® | 1 | 4 coe™ 0 +ezel 0 |+ -1 1,
0 1 1 -2

hvor ¢y, ¢, c3 € R.



Opgave 4. Vi betragter integralet
1
I(x) = / <2u2 —x +2%)dt.
0

Vi skal lgse det optimale kontrolproblem at minimere I (z), idet £ = f(t,z,u) =
2u—x, x(0) = § og z(1) = 1 + eV3 — V3,

(1) Opskriv Hamiltonfunktionen H = H (t, z,u, p) for dette optimale kon-
trolproblem.

Lgsning. Vi finder, at

H=H(t,x,u,p) =2u®> —x+2° +p(2u — 1) = 2u® — x + 2> + 2pu — pr.

(2) Vis, at dette optimale kontrolproblem er et minimumsproblem.

Lgsning. Vi finder, at

OH

_ OH
— =—p=—-1+4+2r—p og — = 4u+ 2p,
ox ou

hvor funktionen p = p(t) er den adjungerede funktion, og dermed er

H” (2, u) — (g 2)

Denne Hessematrix er abenbart positiv definit, sa funktionen H =
H(x,u) er strengt konveks. Det givne kontrolproblem er altsa et mini-
mumsproblem.

(3) Bestem det optimale par (z*, u*), som lgser problemet.

Lgsning. Idet

OH

] oH
A = 142 —pog S —4u+t2p=0,
ox ou

far vi, at p = —2u og p = p—2x+1, hvoraf vi ser, at —2u = —2u—2x+1.
Da & =2u—x, er 2u = & + x, sa 2u = & + &. Dette medforer, at

2 =-"2u—2x+12u=2u+2zr -1+ =c+x+2x—1,



sa vi opnar, at
T —3r=—-1
Det karakteristiske polynomium for den tilhgrende homogene differen-

tialligning & — 3z = 0 er P(\) = A\? — 3, hvoraf vi finder, at de karak-

teristiske radder er \; = /3 0g Ay = —+/3. En konstant lgsning til den

inhomogene differentialligning ses at veere 2 = L. Den fuldsteendige

3
lpsning er derfor
1
z = AeV? + Be V3 4 3 hvor A, B € R.

Da z(0) = 3, far vi, at B = —A, sa

T = A(e‘/gt — e_\/gt) + hvor A € R.

1
37
Da z(1) = 1 + eV —e V3 er A = 1. Dette viser, at

1
J— {E*(t) = 6\/§t — G_ﬁt + g,

og dermed er
i = i*(t) = v3eV? + v/3e V3,

Nu er
1

it 42t = (V3 + 1)6\/§t + (V3 - l)e_\/gt + 3’
sa

U =1u 9

* “(t) = <\/§’2+1> eV3t 4 <\/§’_1> e V3t +1



